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RESUMEN

Este documento presenta el disefio de dos controladores en simultaneo que logran mantener en equilibrio el
sistema denominado péndulo invertido sobre ruedas, el controlador H, basado en LMIs y el controlador LQR+i.
Se programa la ley de control disefiada en Matlab con el objetivo de lograr una respuesta que estabilice el
péndulo en la posicion vertical. Los resultados presentados se logran a través de la estimacion de las sefiales
en tiempo continuo y discreto del sistema y tienen un comportamiento esperado en el tiempo.

Para evaluar el funcionamiento de los controladores se realizan las simulaciones en continuo y discreto en
Simulink, posteriormente se ilustra su desempefio, donde se realiza la comparacion y analisis de su
comportamiento
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CONTROLLERS DESIGN BASED ON OPTIMAL CONTROL TECHNIQUES LQR+I AND H,
PROTOTYPES FOR INVERTED PENDULUM ON WHEELS

ABSTRACT

This paper presents the design of two controllers that manage simultaneously to balance the system called
inverted pendulum on wheels, the H, controller based on LMIs and the controller LQR+i. A control law
designed in Matlab is programmed with the objective of achieving a response that stabilizes the pendulum in
the vertical position. The presented results are achieved across the estimation of the signals in continuous
and discrete time of the system and have an expected behavior in time.

To evaluate the performance of the controllers, continuous and discrete simulations in Simulink are made,
later its performance is illustrated, where the comparison and analysis of their behavior is made.
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1. INTRODUCCION

Los péndulos invertidos constituyen una plataforma
experimental interesante para la ingenieria de
control. Uno de los mas estudiados de estos
sistemas es el denominado péndulo invertido sobre
ruedas. El péndulo invertido es un sistema
inestable, ya que puede caer en cualquier momento
a menos de que se aplique una fuerza de control
estabilizadora adecuada.

Uno de los mayores retos en control ha sido el
analisis y disefio de sistemas de control
multivariable (MIMO). Este es un problema dificil
debido a que la funcién de transferencia de un
sistema MIMO es una matriz de funciones de
transferencia. [1]

En las décadas de 1960 y 1970 se dieron una gran
cantidad de aplicaciones de las técnicas de control
moderno, en especial el control éptimo, la cual dio
origen a técnicas de disefo sistematicas como LQR
(Linear quadratic regulator) y LQG (Linear quadratic
Gaussian), conocidas como las técnicas
posmodernas. A principios de la década de 1980,
emergio una nueva técnica conocida como Teoria
de Control H~, la cual combina ambos enfoques,
en el dominio del tiempo y en el de la frecuencia
con el fin de proveer una solucién unificada. [1]

La presentacion de la Teoria del Control He en
este articulo se hara para la norma cuadratica H,
para el caso directo, mediante el analisis,
resolucién e implementacion de las desigualdades
matriciales lineales (LMI) en sistemas de control. [2]

Con el objetivo de obtener la misma respuesta
tanto del sistema continio como del sistema
discreto [3] este proyecto pretende aplicar esta
técnica de disefo, para la obtencion de
controladores eficaces. Para ello se aprovecha la
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ayuda de herramientas computacionales de disefio
de controladores como MATLAB, para facilitar su
desarrollo y resolucion de una manera mas o6ptima
y fiable. Ademas se utiliza la aproximacion de [9]
que permite realizar el disefio del sistema de
control.

2. DISENO DEL CONTROLADOR LQRH#+i

Se realiza el disefio de un controlador LQR+i
(Regulador Lineal Cuadratico mas integrador), para
el control del angulo de inclinacién p y la posicion 6.

El controlador LQR+i es un control por
realimentacion del vector de estados de la forma:
[4, p84T].

u = —Kx + K;¢ (1)

E=r—y=r—=Cx

El sistema de control se define mediante la
ecuacion (2).

x =Ax + Bu (2)
y =Cx

En donde

x = vector de estado para la planta (vector de

dimension n)

u = sefal de control (escalar)

y = sefial de salida (escalar)

¢ = salida del integrador (variable de estado del
sistema escalar)

r = sefial de entrada de referencia

A = matriz de coeficientes constantes de n X n

B = matriz de coeficientes constantes de n X 1

C = matriz de coeficientes constantes de 1 X n

Fig.1. Sistema de Control LQR+i.
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(3)

La descripcion del sistema, es como se muestra en
J'C(t)]

la ecuacion (3)
®)
£() ]E(t)] +[ou®

Donde ¢ es el estado que integra el error del
controlador.

_[x®
e=[fo) “)
é =Ae + Bu (5)

La nueva ley es como se muestra en la ecuacion

(6)
(6)

R = (K - K]

Ahora se resuelve el problema de estabilizacion.
Sustituyendo la ecuacién (6) dentro de la ecuacion
(2) se obtiene la ecuacion (7)
é=(A-BK)e (7)
El criterio cuadratico a ser minimizado es el
mostrado en la ecuacion (8). [5, p5]

J = [ (T Qux + uTRu) dt (8)

Las matrices Q y R constituyen respectivamente el
error del estado y el esfuerzo de control.

La ganancia K (matriz) se determina por la primera
solucién de la ecuacién algebraica de Riccati
mostrada en la ecuacion (9). [6, p10]
ATP 4+ PA—PBQ, 'BTP+Q, =0 (9)

En donde P es una matriz definida positiva.
Entonces K se calcula como se muestra en la
ecuacion (10)
K=, 'B" (10)
El siguiente paso es elegir las matrices de ganancia
Q y R. Una forma es hacer la diagonal de la matriz
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Q con solos escalares y cero todas las demas
entradas. Luego, cada estado y entrada se pueden
ponderar para hacer su contribucion a la funcién de
coste.

Usando MATLAB, la ecuacién algebraica de Ricatti
es resuelta y la ganancia de control K es evaluada
para diferentes valores de coeficientes de las
matrices Q y R. La respuesta del sistema es
simulada como la matriz Q, que se asume de la
siguiente forma. Ver ecuacion (11)

@ 00 0 0] (L 0 0 0 0]
0 b 0O0O| |01 00 0]

Q=|0 0 ¢ 0 ol=lo 0 1 0 o |
000d0J[00010J
000 0 0 el Lo o 0o 0 500
f 0] _ [1000

R__O g]_[o 1000]

(11

Donde los valores de a, b, ¢, d, e son los
coeficientes correspondientes a los respectivos
estados 6,p,0,p,i y al mismo tiempo la matriz de
ponderaciéon R es un valor escalar con sélo una
entrada de control para el sistema.

Resultados

Las matrices de la Planta son las mostradas en la
ecuacion (12)

0 0 1 0
4|0 0 0 1
1710 17.8139 —0.0416 0.0416
[0 28.7471 0.0120 —0.0120
0 0
B — 0 0
17133061 3.3061
[—0.9550 —0.9550
10
AZ_.O —0.0496]
B, = 0 (12)
27 1-1.6068 1.6068

Se usa el comando de MATLAB Igr y valiéndose de
las matices de las ecuacion (12) se obtienen los
valores de K y Ki, en continuo y discreto.
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K=
-0.4839 -48.4890

-0.5320 -8.7675

Ki=0 (13)

anguln 2w kel s

Para evaluar el funcionamiento del controlador en
Simulink se realizan las simulaciones en continuo y
discreto, su respuesta se muestra en las Figuras 2,
3y4.

Cordrnz va Uecrso

armpdz ydzal

{ —continua

discreto

Fig. 2. Respuesta del controlador LQR+i para el angulo de inclinacion.

La Figura 2 muestra la sefal de control para un
angulo de Inclinacion de 12 grados, se realiza
comparando la respuesta obtenida por Ila
simulacion realizada en continuo y discreto. El
comportamiento esperado seria que su respuesta

tienda a establecer el sistema en el mismo tiempo,
sin embargo el controlador en discreto, reacciona
mas rapido. Se selecciona el tiempo de muestreo
de 5 mseg.

Foskz on Angu ar Sonlimz s Dscren

Pasciz g

10 1 1
@ 1 Z a

B

1
L}

Tiarr (g |

Fig. 3. Respuesta del controlador LQR+i para la posicion.

La Figura 3 muestra la sefial de control para una
posicion de 35 cm, se realiza comparando la
respuesta obtenida por la simulacion realizada en
continuo y discreto. EI comportamiento esperado
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seria que su respuesta tienda a establecer el
sistema en el mismo tiempo, sin embargo el
controlador en discreto, reacciona mas rapido.
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Fig. 4. Respuesta del voltaje de un motor al controlador LQR+i para el angulo de inclinacion.

La Figura 4 muestra la respuesta del voltaje de un
motor al controlador LQR+i para un angulo de
Inclinacién de 12 grados, al igual que las
simulaciones anteriores se compara la respuesta
obtenida en continuo y discreto.

3. DISENO DEL CONTROLADOR H,

Se presenta el disefio de un controlador robusto H,,
el cual se implementa en la planta prototipo para el

control del angulo de giro ¢. EI controlador
disefiado se basa en LMIs (desigualdades
matriciales lineales).
w TP P(s) —— Z
u
Ki(s)

Fig. 5. Esquema de dos puertos

Partiendo del esquema de dos puertos mostrado en
la Figura 5 se tiene en cuenta el modelo dado en la
ecuacion (12), el cual corresponde al modelo de la
planta P(s) las ecuaciones en espacio de estados
tienen las matrices A2 y B2 para el desarrollo del
controlador.

La representacion mediante la funcién de
transferencia del sistema es ahora de la forma
mostrada en la ecuacion (14)

z = P,,w+ P,u (14)
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y = waw + Pyuu
u=Ky
la

El sistema de control se define mediante

ecuacion (15). [2, p41]

x =Ax + Bw + Bu
y=Cx+Du

(15)

Considerando la sefial de control como se muestra
en la ecuacion (16)
u=—Kx (16)
Sustituyendo la ecuacion (16) en la ecuacion (15)
se obtiene la ecuacion (17)
x =(A—-BK)x + Bw

y =(C —DK)x

(17)

Donde: K es la matriz que controlara la planta, (A, B
y C) son las matrices de la planta, x son los
estados, w son las perturbaciones.

Se establece el problema en términos de
desigualdades matriciales, sustituyendo la ecuacion
(17) en la ecuacion algebraica de Riccati mostrada
en la ecuacion (9), se obtiene la ecuacion (18). [7,
p255], [8, p202]

(A-BK)P+ P(A—BK)T + BBT <0
P>0

(18)

Introduciendo el cambio de variable KP=Y se llega
a la ecuacion (19), que es una LMI en variables P y
Y. [8, p204]
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AP + PAT —BY —YTBT + BBT <0 (19)

P>0
La solucién al problema LMI contiene ecuaciones
de Riccati dificles de resolver, se usan los

comandos de MATLAB para resolver LMis y
valiéndose de las matrices de las ecuacion (12) se
obtienen los valores de K.

(20)
K= -0.6976 -1.2052
0.6976 1.2052

Como se menciona anteriormente, el desarrollo y
prueba de los controladores es en simultaneo, de
modo que para evaluar el funcionamiento del
controlador en Simulink es necesario implementar
el controlador H, en discreto. A diferencia del
controlador LQR+i, en el que tan solo se discretizan
las matrices en el archivo .m; para el caso del
controlador H,, se hace un procedimiento llamado
redisefio digital.

Disefio del Controlador LMI Discreto

Se emplean las mismas matrices A, y B, descritas
en la parte continua, y se emplea la transformacién
bilineal (método de Tustin) para discretizar el
sistema lineal.

El modelo discreto del sistema en lazo cerrado en
(K+1)T esta dado por la ecuacion (21). [9, p2]

X4(K +1T) = (G — HKy)X4(KT) + HE4R
Y;(KT) = CX4(KT)
Donde:

G = (I TA_1] TA
—(—5) (—5)

(21)

H= ! I TA -1B
== -5A7'B,
Y la sefial de control esta dada por la ecuacion (22)

El método de disefho para determinar la matriz de
ganancias Kd es acorde al siguiente teorema [7,
p3]. Si existe una matriz simétrica definida positiva
G, una matriz F, y un escalar a>0, tal que el
siguiente problema generalizado de valores propios
(GEVP) (Boyd, 1994) se puede solucionar,
entonces la ley de control digital (21) con Ed=0
satisface el objetivo formulado de estabilizar el
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sistema si la siguiente LMI es factible. Ver ecuacion
(23).

ming g as.t

—al’ * ] <0
G.I' —GI' + HF —al
(23)
[GF + HF —1] <0

Donde F = K,;G y * denota el elemento transpuesto
en la posicion simétrica, la matriz de ganancia de
realimentacion K,; esta dada por la ecuacion (24)

K;=Fr—1 (24)
Para la transformacion bilineal, la matriz Ed puede
obtenerse igualando la respuesta (salida) en estado
estable del sistema continuo, con la respuesta del

sistema discreto, obteniendo
(25)

Eq=[C.(I—(G—HK)) 'H
+ DC]+[CC(I - Gc)_ch + DC]EC

Donde E, es la ganancia de feedforward continua, y
+ denota la seudo-inversa de Moore — Penrose.

A partir de las matrices de las ecuacién (12) y (23)
usando los comandos de MATLAB para resolver
LMIs y se obtienen los valores de K,

Kd =
-1.5621
1.5621

(26)
-2.1562
2.1562

Para corroborar el funcionamiento del controlador
en Simulink se realizan las simulaciones en
continuo y discreto, su respuesta se muestra en las
Figura 6.

La Figura 6 ilustra el desempefio del controlador
robusto H2, donde se realiza la comparacion de su
comportamiento en continuo y discreto. Se puede
demostrar que el sistema de control elegido es
capaz de rechazar una perturbaciéon. Como se
observa la sefal de control para un angulo de giro
de 45 grados, es el comportamiento esperado en el
que su respuesta tiende a establecer el sistema en
el mismo tiempo.
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Fig. 6. Respuesta del controlador H, para el control de motores.

4. CONCLUSION

El disefio e implementacion de dos controladores
en simultdneo logran mantener en equilibrio el
sistema, el controlador 6ptimo LQR+i envia una
sefal de control a dos objetivos posicion y angulo
de inclinacion y el controlador robusto H, basado en
LMIs controla el angulo de giro. Estos son
programados en Matlab/Simulink.

Se intervienen las tres variables del sistema con un
tiempo de muestreo de cinco milisegundos
obteniendo una respuesta similar tanto en tiempo
continuo como en tiempo discreto, de esta forma el
péndulo invertido sobre ruedas es capaz de
mantenerse estable.

El control robusto implementado, es efectivo en su
comportamiento para el manejo del angulo de giro,
este tiene una base tedrica sdlida que se
caracteriza por considerar incertidumbres en el
modelo que sean tolerables por el controlador.
Logrando asi la estabilidad y robustez del sistema.
El controlador LQR+i es una solucidén sencilla
cuando se trata de control de movimiento, este
termina siendo un control mas bien empirico, dado
por ajustes de parametros segun las pruebas
realizadas.
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