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RESUMEN

La transformacion del problema de optimizaciéon en su forma dual a su equivalencia matricial en una maquina de
soporte vectorial (SVM) es una etapa crucial en el desarrollo matematico del algoritmo. Este proceso es clave para
lograr una correcta implementacion de la SVM. Sin embargo, los detalles matematicos de esta transformacion
suelen no estar documentados. Una exploraciéon a mayor grado de profundidad permite identificar las operaciones
matriciales y vectoriales involucradas, estableciendo la relacion de la SVM con un problema de programacién
cuadratico. En este articulo, se identifican las operaciones vectoriales necesarias para transformar el problema de
optimizacién en su forma dual a su notacién matricial, determinado asi la analogia entre la SVM y un QP. Se
examinan los algoritmos C-SVM y R-SVM desarrollando el componente matematico completo. Finalmente, se
implementa un caso de estudio para validar el desarrollo propuesto..
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ABSTRACT

The transformation of the optimization problem in its dual form to its matrix equivalent in a Support Vector Machine
(SVM) is a fundamental stage in the mathematical development of the algorithm. This process is crucial to achieve
a correct implementation of the SVM. However, the mathematical details of this transformation are often not
documented. A deeper exploration allows to identify the matrix and vector operations, establishing the relationships
between the SVM and a Quadratic Programming problem (QP). In this article, the basic vectorial operations are
identified to transform the optimization problem in its dual form to its matrix notation, determining the analogy
between the SVM and a QP. The C-SVM and R-SVM algorithms are examined, fully developing the mathematical
component. Finally, a case study is conducted to validate the proposal development.
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1. INTRODUCCION

Las maquinas de soporte vectorial (SVM) [1] son uno de los algoritmos mas ampliamente utilizado en
aprendizaje de maquinas para tareas de regresion y clasificacion, desde deteccion y diagnostico de
enfermedades hasta aplicaciones en agricultura de precision [2,3]. Un aspecto clave de las SVM es su relacién
con un problema de programacién cuadratica (QP), generalmente con restricciones lineales, donde la
convexidad garantiza que la solucion obtenida corresponda a un minimo global [4].

El modelo matematico de una SVM generalmente consta de tres elementos, la funcién de costo, las
restricciones de igualdad y las desigualdades. Por ejemplo, los algoritmos C-SVM (SVM en clasificacion) y R-
SVM (SVM en regresioén) contienen los tres elementos en su formulacién [1,5]. Otros algoritmos no consideran
las restricciones de desigualdad en el modelo matematico de la SVM, esto conlleva a que la solucién no
requiera necesariamente de métodos numeéricos iterativos para calcular la solucién cuando las igualdades son
lineales, por ejemplo, los algoritmos LS-SVM [6], PR-SVM [7], LSTW-SVM [8], KBLSTW-SVM y WLSTW-SVM
utilizan la solucion de minimos cuadrados o la solucion regularizada o ridge para determinar los parametros
(vectores de soporte) del modelo [9,10,11,12]. Sin embargo, se reportan algoritmos que utiliza métodos
iterativos para refinar o computar la solucion [13]. Por otro lado, los algoritmos que contienen desigualdades
suelen requerir métodos iterativos para encontrar la solucion, debido principalmente a la formulacién de las
SVM como un problema de programacién cuadratica. Una gran cantidad de algoritmos pueden encontrase
bajo este paradigma en la literatura, algunos de estos, B-SVM [14], V-SVM[15], TW-SVM[16], CS-SVM[17].

Gran parte de los algoritmos de SVM estan disponibles en herramientas computacionales o en bibliotecas de
cédigo abierto para distintos lenguajes de programacion. LS-SVMlab, escrita en lenguaje C, es una
herramienta para Matlab inspirada en el LS-SVM [18-19]. Otras herramientas computacionales para Matlab
implementan diferentes variantes del algoritmo SVM, como C-SVM [20], V-SVM, R-SVM [21,22]. Otras
bibliotecas estan desarrolladas para Python, siendo Scikit-learn una de las mas populares. En esta se pueden
implementar diferentes versiones de la SVM, como V-SVM, C-SVM entre otros [23]. Generalmente, al construir
una SVM utilizando las bibliotecas disponibles, se realiza definiendo el modelo, los datos o caracteristicas de
entrenamiento, los parametros e hiper-parametros y los datos de validacién. Los procesos adicionales, como
la formulacion del problema de programacién cuadratica, la construccion de kernel, el calculo de la prediccion,
entre otros procesos, suelen estar ocultos al usuario, que no requiere un conocimiento avanzado sobre las
SVM. Sin embargo, en algunas situaciones puede ser necesario modificar o implementar un algoritmo no
disponible en las bibliotecas, lo cual requerira de un conocimiento profundo sobre el procedimiento de
implementacion de una SVM.

El proceso de formulacion y solucion de una SVM presenta varias etapas, en sintesis, en el primer paso se
disefia el algoritmo de regresion o clasificacion como un problema optimizacion, definiendo la funcién de costo
y las restricciones correspondientes. Luego, este problema de optimizaciéon primario se transforma en su
forma dual, donde las incognitas son los multiplicadores de Lagrange, generalmente la representacion dual
se presenta en notacién sigma. En tercer lugar, el problema dual se formula como un QP, para ello, el
problema dual debe desarrollarse en una notaciéon matricial para identificar los parametros del QP, aplicando
operaciones sobre vectores y matrices para sustituir la notacién sigma por una vectorial. Finalmente, los
parametros de la SVM se determinan resolviendo el QP.

La transformacion del problema de optimizacién en su forma dual a su equivalencia matricial es una etapa
crucial en el desarrollo matematico del algoritmo. Generalmente, esta transformacién se presenta sin detallar
en profundidad las operaciones vectoriales necesarias para llevarla a cabo [1,4,5,14], por ejemplo, en [24] se
desarrolla la formulacion matematica matricial al problema de clasificacion en una SVM, no obstante, los
autores no detallan los pasos matematicos intermedios que permiten comprender las transiciones desde la
formulacién escalar (basada en sumatorias) hasta su equivalente matricial cuadratico. Conocer este
procedimiento en detalle permitird identificar las operaciones sobre vectores y matrices que se deben
considerar para establecer la relaciéon entre una SVM con el QP. En este articulo se estudia a profundidad la
relacion entre la SVM y el QP. Se parte del problema de optimizacion en su forma dual, y luego se deducen
las expresiones vectoriales que permiten establecer la relacion entre ambos problemas. Estas operaciones
hacen posible rescribir todo el modelo matematico de la SVM en notacién vectorial, lo que permite observar
la analogia entre la SVM y el QP. Se analizan dos algoritmos, C-SVM y R-SVM, con los cuales se desarrolla
todo el marco matematico y se establece un marco comparativo con el QP. Por ultimo, se plantea un caso de
estudio que valida el desarrollo matematico propuesto compatible con Matlab y Python. Los aportes de este
articulo se resumen a continuacion.
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1. Se identifican las operaciones vectoriales necesarias para transformar el problema de optimizacion
en su forma dual a su notacién matricial estandar, a partir del andlisis de los algoritmos C-SVM y R-
SVM en su notacién sigma [4].

Se analiza la relacion entre un QP y los algoritmos C-SVM y R-SVM, destacando cémo las
expresiones vectoriales permiten establecer tal relacién.

El documento esta organizado de la siguiente manera. La primera parte introduce el marco metodolégico,
comenzando con el desarrollo matematico y la identificacion de las operaciones vectoriales necesarias para
transformar los algoritmos C-SVM y R-SVM en una forma vectorial. A continuacién, se introduce el QP y se
establece su relacion con los algoritmos C-SVM y R-SVM. El marco metodoldgico concluye definiendo un
caso de estudio para validar el desarrollo matematico propuesto en este estudio. En la parte final, se
comparten los resultados del proceso de validacion, por ultimo, las conclusiones finales del estudio.

MATERIALES Y METODOGIA
Tabla 1: Nomenclatura adoptada
Término Descripcion
t Vector de etiquetas de salida de entrenamiento
y Vector de etiquetas de salida de validacion
x Matriz de caracteristicas o entrada de entrenamiento
z Matriz de caracteristicas o entrada de validacion
v(z) Prediccién sobre la entrada z
a Vector de multiplicadores de Langrage caso clasificacion
a Vector de multiplicadores de Langrage caso regresion
K, Matriz Gram o de kernel para la entrada x
K,, Matriz Gram o de kernel entre las entradas x y z
b Bias o valor medio de la prediccion
o ‘P'ﬁ Parametros e hiper-parametros del modelo

A continuacion, se presenta el marco metodolégico implementado. En las primeras secciones se describe en
detalle el desarrollo matematico para transformar la ecuaciéon Lagrangiana en su forma dual, expresada en
notacion sigma, en su equivalente vectorial. Se toman como punto de partida las ecuaciones Lagrangianas,
tanto para un caso de clasificacidn binaria y regresiéon con una unica salida sobre los algoritmos C-SVM y R-
SVM. Luego, se analiza la estrecha relaciéon entre un paradigma de programacién cuadratica y la estructura
vectorial de la SVM, identificando las equivalencias entre ambas representaciones. Finalmente, se detallan
los instrumentos metodoldgicos para implementar la SVM en un caso de estudio, defiendo los datos, los
parametros e hiper-parametros de prueba, las métricas de validacion, el pseudocoédigo de prueba, asi como
las herramientas computacionales utilizadas en este trabajo. La Tabla 1 muestra la nomenclatura adoptada,
asi como el significado de cada elemento de la notacién.

2.1. La SVM para clasificaciéon C-SVM: un modelo basico como un QP
La forma dual de la funciéon Lagrangiana para una SVM en clasificacién viene dada por la siguiente

expresién (ecuacién 1) [4].

L(a) =

1 N N
EZ Z A A b bk (o, 2X)
1m=1

3
II

(1)

N

=0

antn
n=1
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Donde x = (*1 " Xxn)T corresponde a la entraday t = (t; ‘- ¢ty)7 las respectivas etiquetas en las
salidas con t,, € {—1, 1}, tanto x cémo t se utilizan para entrenar el modelo. Es de aclarar que cada uno
de los valores de x puede ser vectores de j componentes x; = (Xi1 " Xij)T con i < N), por lo que x

sera una matriz x € RV>*J, por otro lado, definimos el kernel como k(x,xT) = @(x)®(xT) donde @(x) es la
funcion base, la cual realiza una transformacion de la entrada x a un nuevo espacio de caracteristicas.
Definimos el vector a = (@1 ** ay)T como los multiplicadores de Lagrange de la funcion Lagrangiana
dual L definida en la ecuacién 1. En sintesis, la fase de entrenamiento de una SVM consiste en determinar
el vector a. Para determinar el vector a, se resuelve el problema de optimizacién restringido que se
presenta en la ecuacion 2 [1,4].

max L(a)
a

sujeto:

0<a,<C
(2)
N

Zantn =0

n=1

El problema descrito en la ecuacion 2 tiene como objetivo determinar el vector a que maximiza la funcién
Lagrangiana dual. La solucion se encuentra restringida por 2N +1 condiciones, en base a las
2N desigualdades expresadas en el término 0 < a, < C y la igualdad »Y_, a,t, = 0. Una vez el modelo
esté entrenado, podremos evaluarlo para clasificar un nuevo vector de entrada. La estructura del modelo
predictivo tendra la siguiente forma (ver ecuacion 3) [5].

~ (3)
y(z) = sign Z antpk(z,x,) +b

n=1

Donde z es el valor de entrada z; = (4i1 ™" Zij)T, y(z) es la prediccion de la SVM en z. Por otro lado, b
es el bias. Para determinar el valor del parametro b se suele utilizar el promedio entre las predicciones
realizadas sobre los datos de entrenamiento x vy las etiquetas t (ver ecuacién 4) [4].

1 N N (4)
b= NZ t, — Z Atk (O, %)
n=1 m=1

La solucién encontrada al resolver el problema presentado en la ecuacién 2 podra arrojar valores tales
que a, = 0, es decir, multiplicadores de Lagrange que no contribuyen a la prediccion (ecuacion 4). Lo
anterior se explica al plantear las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker (KKT) para L(a) de la ecuacion
1, estas se ensefian en la ecuacion 5, basicamente estas establecen que si a,, > 0 entonces t,,y(x,,) —
1 = 0 y viceversa. Los valores de a,, # 0 se conocen como vectores de soporte de la SVM o soluciones
sparse y corresponden a los multiplicadores de Lagrange asociados al dato x,, que aporta informacion
crucial para la construccién de la SVM [4].

a, =20
ty(x,) =120 ()
a, (t,y(x,) —1) =0

2.2. La SVM para clasificacion como un QP

102

Ahora se desarrolla el procedimiento que explica como reescribir la ecuacién 1 de una manera vectorial. Lo
primero que se analiza es el término que contiene la doble suma en la ecuacién 1, para esto se expande las
sumas como se presenta en la ecuacioén 6.
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N

N N
Z Z anamtntmk(xn' xm) = Z antn(altlk(xn!xl) + et aNtNk(xn: xN))

n=1m=1 n=1 (6)

N
= Z an(altntlk(xn, X1) + -+ aytatyk(x,, xN))

n=1

Notar que todos los productos t,t; hasta t,ty pueden ser expresados utilizando un producto externo o
tensorial del vector t (ver ecuacion 7).

t, tr Uty e Gyly
. 2
o ty) = L BT (7)

tnty  tyty tl%l
ty

Ahora resulta necesario analizar los productos t,t k(x,, x;) hasta t,tyk(x,, xy). Aqui se presenta N2
productos, que coincide con el nimero de elementos de la matriz definida en la ecuacion 7. Notemos que, si
se requiere desarrollar el producto t,t,,k(x,, x,,), se debe multiplicar cada elemento del producto externo tt'
por cada elemento de una matriz que contenga la informacioén de k(x,, x,,,). El producto elemento a elemento
entre matrices se conoce como producto Hadamard, y se denota con el simbolo © [25]. Consideremos el
producto Hadamard expresado en la ecuacion 8.

tf o tity k() o k(xg,xy)
tt' OK,, = : =~ @( : : )
tyty - tf/ k(xy,x1) - k(xy, xy)
tih(x, ) - itk (e, xy)
tt' OK,, = : : (8)
tntik(xy, x1) - tﬁk(xw:xzv)

Con
k(xy, 1) o k(xq,xy)
K, = : :
k(xy,x) - k(xy, xy)

Donde K es la matriz de Gram o de kernel, en este caso K, hace referencia a la matriz kernel sobre la matriz
x. Notar que la matriz tt” © K,, reune todas las operaciones t,t,,k(x,, x,,). Ahora nos concentramos en la
suma a;t,tik(x,, x1) + - + aytatyk(xy, xy) de la ecuacion 6. Analicemos el caso cuando n = N. En tal caso,
la suma se transforma en a;tyt;k(xy,x;) + -+ aytik(xy, xy). Notar que los términos tyt, k(xy,x,)
corresponden a la Ultima fila de la matriz tt™ © K,,. Por tanto, para completar el término, se debe multiplicar
cada elemento de la fila N de la matriz de la ecuacion 8 por el respectivo multiplicador de Lagrange a,,,. Notar
que esto se puede realizar a través de un producto matricial entre la matriz ¢t © K, y el vector a, tal como
se ensefian en la ecuacion 9.

t2k(xy, %) o tityk (e, xy)\ /%
tt"OK,,)a= : - : '

9)

tytik(xy, x) - tz%k(xw'xzv) ay
a tik(xy, ;) + -+ aytytyk (g, xy)

tt"OK,,)a= :

artytik(ey, xp) + o + aytik ey, xy)
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De esta manera, los términos a,t,t k(x,, x;) + -+ ayt,tyk(x,, xy) quedan incluidos en la operacién
(tt" © K,,)a. Ahora se realiza el siguiente cambio de variable (ver ecuacion 10).

O = altntlk(xnﬂxl) +oeet aNtntNk(xn,xN) (10)

De este modo, la ecuacién 6 se transforma en Y¥_, a, a,. Esta suma puede expresarse como un producto
escalar entre el vector a y el arreglo conformado por los valores de «a,, (ver ecuacion 11).

N a,
Zananz @ - aN)< : >=aTa (11)

n=1 ay

Donde a= (@1 " ay)'. Notese que a; = a;t?k(x;,x;) + -+ aytityk(x, xy) Yy similarmente  ay =
artytik(xy, xq) + -+ + aytik(xy, xy), por tanto, a« = (¢t" © K,,)a, es decir ( ecuacion 12),

N N
Z Z @yt b k(e x,) = a(ttT O Ky)a (12)

n=1m=1

Ahora se analiza el término YN_, a,, de la ecuacion 1. Se presenta un producto escalar similar al del caso
descrito en la ecuacion 11, sin embargo, en este escenario, el producto esta asociado entre a y un vector de
unos (ver ecuacion 13)

N aq
Zan= 1 - 1)<'>=1Ta (13)
n=1

ay

Donde 1" = (1 - 1) donde 1 € R. Nétese que las N restricciones 0 < a,, < C podran ser expresadas de
forma vectorial, tal como se ensefia en la ecuacion 14.

)= ()= C)

0<a=xC(C

Con0= (0 ~ 0T,0eRYy €= (C - C)7, CeRN. Para completar el analisis, consideremos el
término YN_, a,t,. Su expresion vectorial equivalente sera un producto escalar entre los vectores t' vy a, tal
como se muestra en la ecuacion 15.

N aq
Zantn = (t1 - tN)( ’ >= t'a (15)

n=1 ay

Por lo tanto, al reemplazar las ecuaciones 12, 13, 14 y 15 en las ecuaciones 1y 2, se obtiene la representacién
vectorial del problema descrito en la ecuacion 2 (ver ecuacion 16).

- 1
max L(a) = max (1Ta - EaT(ttT ©) Kxx)a)
a a

sujeto a:
(16)
0<a=xc(
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tta =0

Notar que el analisis realizado anteriormente puede ser extendido para la prediccién (dada en la ecuacion 3)
cuando se tiene una matriz z=(z21 " %7, z € R™ como entrada. Siguiendo un desarrollado similar al
presentado en la ecuacioén 8, la ecuacion 3 puede ser expresada en formato vectorial en funcion de z, tal
como se ensefia en la ecuacion 17. Donde K,, es la matriz kernel entre las matrices z y x. Es importante
aclarar que la prediccion en este caso tendra la estructura y(z) = (v(z;) = v(z )7, y(2) € R".

y(2) = sign{(a O )" (K,,)" + b}
Con (17)

b:%w—monwm1

Del analisis anterior se identifican cuatro operaciones basicas que permiten transformar la ecuacion 1 en su
forma vectorial (ecuacion 16). La primera, es el producto externo del vector de etiquetas t, que redne todos
los productos t,t,,. En segundo lugar, el producto Hadamard, que asocia cada uno de los valores t,t,, con
su respectivo kernel k(x,, x,,), en tercer lugar, la multiplicacién entre una matriz y un vector, cuyo resultado
es un vector. Finalmente, un producto escalar que permite expresar una suma como un producto interno entre
dos vectores. Estas son, en sintesis, las operaciones que permiten llevar la ecuaciéon 1 a su equivalente
vectorial.

La SVM para clasificacion como un QP

Un QP presenta la estructura descrita en la ecuacién 18. Donde u™ = (U1 Uy), con Pyyn, Quixns Guxns
Rysqs Ibyyq, Ubyyy Y Agin [26]. El valor de M define el nUmero de inecuaciones en el término Gu < h mientras
que N fija el total de desigualdades en el término Ib < u < ub, finalmente K establece el total de igualdades
en relacion a igualdad Au = 0g.;. Es importante anotar que minimizar una funcién es equivalente a
maximizar el negativo de tal funcion [11].

min 1uTPu + q"u = max — luTPu -q'u
u 2 u 2
sujeto a:
Gu=<h (18)
b <u=<ub
Au = Bgy,

El problema ensefado en la ecuacién 16 puede ser expresado siguiendo el formato ensefiado en la ecuacién
18, sblo es necesario establecer las equivalencias, tal como se resume en las igualdades dadas en la
ecuacion 19. Donde K = 1y que el término Gu < h no aplica en el problema presentado en la ecuacién 16
(para ver un caso donde esta condicion aplica ver ejemplos seccién 2.7 modelo V-SVM para clasificacion).

u=a
qT=_1T
P=tt" OK, (19)
Ib=0
ub=C
A=1tT
B=0

Se dice que el QP expuesto en la ecuacién 18 es convexo si la matriz P es semidefinida positiva. Una
condicion suficiente para que esto ocurra es que la matriz K,, sea también semidefinida positiva. La
convexidad del QP garantiza la existencia de una solucién 6ptima global al problema presentado en 18, sin
embargo, esto no implica la unicidad en la solucién (pueden existir soluciones diferentes del vector a que
conduzcan al mismo minimo global). Esto se debe a que no puede asegurarse que el QP sea estrictamente
convexo, es decir, que la matriz P sea una matriz definida positiva [27, 28]. En la practica, la convexidad



.LA MAQUINA DE SOPORTE VECTORIAL COMO PROBLEMA DE PROGRAMACION CUADRATICA: ANALISIS Y UN TUTORIAL

queda garantizada seleccionado un kernel que sea semidefinidos positivos, como el kernel lineal, polinomial
o de base radial [4].

2.4. El algoritmo R-SVM como un QP

Un modelo de regresion utilizando una SVM también puede formulase de manera similar a la ecuacion 1. En
este contexto, la funcion Lagrangiana dual para el algoritmo R-SVM es presentada en la ecuacion 20 [4].

N N N N
- 1 R . . R
[@@) = =3 ) > (an= a)(an — @k xn) =9 ) (@0 + &)+ ) (ay = 8ty
n=1m=1 n=1 n=1
0<a,<C
(20)
0<a,<C
N
z a,—a, =0
n=1
Cona= (4, da, - ay)7,deRN donde ¢ es la constante de sensibilidad [4] y t, son etiquetas tal que

t, € R. Los vectores a y @ son los multiplicadores de Lagrange asociados a la funciéon L. Nétese que, en
este caso, la funcion L se encuentra en términos de 2N multiplicadores de Lagrange, asimismo se tiene 4N
restricciones asociadas a las desigualdades 0 < a, < Cy 0 < d, < C. Para determinar los vectores a y @ se
utiliza el mismo principio expuesto en la ecuacion 2. Es decir, la idea es computar los vectores a y @ que
maximizan la funcion L y cuyos valores cumplan con las restricciones expresadas en la ecuacion 20. Para
ello, es necesario expresar la ecuacion 20 en forma vectorial, lo que permitira relacionarlo con un QP (ver
ecuacion 18). La prediccion (para el modelo mostrado en la ecuacion 20) para una entrada z puede realizarse
a partir de la ecuacion 21.

N

y(z) = ;(an —a,)k(z,x,) +b o1

b= %i <tn —p- i(am — Ak, xm>)

A continuacion, se examina cada uno de los términos de la ecuacion 20, comenzando con el analisis del
término YN_, >N _.(a, — @,) (@, — @)k (x,, x). Si se realiza el cambio de variable §, = (a, — @,) Y &,y =
(a,, — @,,), esta toma la forma YN_, YN _. 5,16,,1k(x,, x,,). Notamos que la estructura es similar a la
presentada en la ecuacion 6, donde se ha establecido (por analogia) que t,, = t,,, = 1. Por otro lado, se debe
tener cuidado dado que §,, y §,, estaran asociados a dos multiplicadores de Lagrange distintos para cada
valor de n y m (ver ecuacion 22).

L& 1 k(xy,x1) -+ k(xq,xy) 61
3 bk ) = 61 6N)<->(1 1)@( S )()

n=1m=1 1 k(xy,x) - k(xy,xn)/ \Oy

1 k(xy,x) + k(xq,xy) a; —a,
= (a, —a, - aN—aN)(.>(1 1)@( . . . >< . )

1 k(xy,x1) - k(ey,xy)/ \ay —ay

Con

(22)
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Notar que se ha utilizado nuevamente las operaciones vectoriales y matriciales identificadas en el caso del
algoritmo C-SVM. La ecuacién 22 puede modificarse de manera que todos los multiplicadores de Lagrange
se puedan expresar como un vector, tal como se ensefa en la ecuacion 23. Es de aclarar que se ha utilizado
elhechodequea, — 4, ++ay— ay=a; +-+ay—a, — - —dy.

1 k(e x0) - k(Qxp,xy) a; —a,
I ot | G
1 k(xy,x1) - k(xy,xy)/ \ay —ay

1 !
(@ - oay a4 - aN)( WG w1 -1 e —1)@5(%\

1
-1 a, (23)

-1 c’iN

DD 8kl xn) =1 ~DA DT OSla

n=1m=1
Con
S— (Kxx Kxx)
Kxx Kxx
Donde se ha definido a=(a = ay @ = a)' ' =(@ a,aeR» y (@1 -1)=
1 -~ 1 -1 - —=1)T € RN, Es de aclarar que los multiplicadores de Lagrange ahora se concentran

en el vector a. Por otro lado, la matriz § € R*V*2N_ |o anterior se debe a que el producto escalar entre
1 —-1)@ —-1)7 € R*N*2N_Ahora, se analiza el ultimo término, este puede rescribirse como se presenta
en la ecuacion 24.

9D @+ B+ ) (@ =ty = ) (tn = @ Jay ~ [ta + 0 12) (24)

La expresidn 24 puede ser expresada aplicando el producto escalar para el vector a y la etiqueta t,,. En la
ecuacion 25 se desarrolla el procedimiento.

a
N .
Z([tn —pla,—[th+ola)= (ti—¢ = ty—@ —(t+9) = —(ty+@)| W
= a (25)
N aN
D @t =g lan— [t +9la) = O -6Da
n=1
Donde 8, = (t;—¢ = ty—@), 0, € R" y 0,=(t4+¢ = ty+¢9)T,0,€ R¥. Ahora, las 4N

desigualdades puede ser expresadas vectorialmente, tal como se ensefia en la ecuacion 26.
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0 a4y C
0 ' c
a .
<|al= =
) 1 ) (26)
0 ay c

Donde (g) =0 0"y (g) = (€ ©)". Finalmente, el término ¥V_,a,—a,=a;,— @, +-+ay— ay =

a, +--+ay—a, ——dy =0 puede expresarse como un producto escalar entre (1 —1)' y &, como se
presenta en la ecuacion 27.

a
N a'
Zan—dn=0= a - 1 -1 = -1) a“l’ =1 -1D)7a=0 (27)
n=1 .

ay

Al reemplazar las ecuaciones 23, 25, 26 y 27 en la ecuacion 20, obtenemos la ecuacién 28. A diferencia del
problema plateado en la ecuacion 16, la solucién al problema de optimizacién presentado en la ecuacién 27
devuelve el vector a.

- 1
max L(a) = max <_EdT[(1 -1 -1D"OSla+ (6] —0;)&)

sujeto a:

©=a= (9 @)

1 -D'a=0
Nétese que la ecuacion 28 corresponde a un QP y presenta las equivalencias presentadas en la ecuacién
29. En esta situacion el término Gu < h no presenta aplicacion al problema presentado en la ecuacion 28 (ver

algoritmo V-SVM para regresion ejemplos seccién 2.7).

u=a
q"= —(6] -6;)=(-6] 6;)

P=(1 -1 -1DTOS

(29)
Ib = (8)
w=(9)
A=(1 -17
b=0

Para realizar una prediccion utilizando la ecuacién 21 sobre un vector de entrada z, esta puede ser
reformulada en una notacion vectorial, como se presenta en la ecuacion 30.
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2.5.

2.6.

2.7.

Y@ =01 -1) (K. K7 +b

Con (30)

- Hr-wors 072

Las condiciones KKT para el problema presentando en la ecuacion 20 se resumen en la ecuaciéon 31. En esta
formulacién, &, y &, son las variables de holgura (traduccién del inglés ‘slack variables’), que son necesarias
para suavizar las restricciones en el problema de optimizaciéon de la ecuacion 28 [4]. De manera similar al
caso de clasificacion, los vectores de soporte seran las soluciones de a, y @, distintos de cero.

ap(p+ & +y(x,) —t,) =0

dn((p'i_ én_}’(xn)-l_tn) =0 (31)
(€C—aé =0
(€ —-a)é =0

El kernel en la implementacién de la SVM

En este trabajo la ecuacion 32 define la representaciéon matematica de un kernel o funcién de base radial
(RBF) entre los vectores x,, y x,,,. La operacion ||x,, — x,,,|| indica norma euclidiana de la diferencia x,, — x,,,. El
valor de k(x,, x,,) sera un escalar y en el caso en que x, = x,, se cumplira que k(x,, x,,) = 1. Note ademas
que k(x,, x,) = k(x,, x,). Esto implica que la matriz K,, sea simétrica (K,, = KJ.), sin embargo, esta
propiedad no se cumple para la matriz K, (K,, # KJ,). El parametro % conocido como la escala de longitud

(length scale en inglés), controla la sensibilidad, asi como el alcance de la RBF sobre los vectores de entrada
X, Y x, [29]. En este trabajo se utilizara la RBF para determinar las matrices K,, y K,,, las cuales son
imprescindibles en la solucidn de los problemas presentados en las ecuaciones 16 y 28.

1
Gt ) = 0C)0CR) = exp (= 5 e — 0 ?) ©

Es de resaltar que la matriz K,,, al ser construida mediante un kernel de la forma presentada en la ecuacion
32, garantiza sea al menos semidefinida positiva [4]. Esto implica que los QP expuestos en las ecuaciones 19
y 28 sean convexos.

Plano de separacion: indicador visual de rendimiento de la SVM en clasificacion

Para analizar como la SVM clasifica los datos, es crucial determinar el plano que separa las clases en un
problema de clasificacion binaria (también se le conoce como frontera de decision o curva de decision). El
plano de separacion viene dado por la curva de nivel y(z) = 0, esto implica que (ver ecuacion 33).

N

0= Z a,t k(z,x,) +b (33)

n=1

La ecuacion 33 muestra como la estructura del término k(z, x,,) influye en el comportamiento de la frontera de
decisién, permitiendo curvas de nivel, tanto lineales y no lineales. Esto le proporciona a la SVM la flexibilidad
necesaria para determinar una separacion adecuada de las clases. Infortunadamente, el plano de decisién
s6lo podra observarse para N < 3.

Ejemplo de QP en diferentes versiones del algoritmo SVM
En esta seccidn, se presentan las formulaciones QP para algunos algoritmos de SVM documentados en la

literatura. En todos los casos, se parte de la funcion Lagrangiana en su version dual en notaciéon sigma y
luego se presenta su version matricial.
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e V-SMV para clasificacion

En la ecuacion 34 se presenta la forma dual del algoritmo V-SVM. Donde v es un parametro del
algoritmo [15].

L(a) = —

N| =

N N
Z > @tttk G, )
n=

1m=1

sujeto a:

=

0<a,<—

Z ayt, =0 (54

Su forma matricial se ensena en la ecuaciéon 35.

L@ = ~a"(t" O K,)a

sujeto a:

0<a=x

(35)

e V-SVM para regresion

En las ecuaciones 36 y 37 se presentan la forma dual y matricial respectivamente, para el algoritmo
V-SVM en regresién, donde v y C; son parametros del algoritmo [15]

N N
1
L(a a) = Ez Z (an - an)(am - am)k(xn: xm) + Z(an an)t
n=1m=1
sujeto a:
(36)

Cc

0<a,< N

R C

0<a,< N

110



11

N
Zan+dnSvC
n=1

Z(a)z—%dT[(l DA -DTOSlE+ (T —¢N)Ta

sujeto a:

1
@ =a=5() (37)

1 -1DTa=0

1 1DTa<vc

B-SVM

En las ecuaciones 38 y 39 se presentan la forma dual y matricial respectivamente, para el algoritmo

B-SVM en regresion. El significado de los parametros C, y C, puede consultarse en [14].

N N N N N
- 1 1 1
L(a) = Z an — _Z Z An A btk (X, X)) — — Z az — — Z a?
2 4C, 4C,
n=t n=1m=1 n=1{ty=1} n=1{tp=—1}
sujeto a:
(38)
0<a,<( sit,=1
OSanSCZ Sltn=—1
- 1
L(a) = —EaT(ttT OK,+Da+1"a
sujeto a:
0<a=xC;
Con
(39)
D, 0 . 0
D= 0 D, 0
0 O Dy
Cr = (Cr, Cr )7
Donde
1 .
2_C1 sit,=1
D, = 1
— sit, =—-1
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e (CS-SVM

En las ecuaciones 40 y 41 se presentan la forma dual y matricial respectivamente, para el

[17]

1 N N N N
L(a) = _EZ Z Ay A btk (X, X)) + Z a, +9 Z a,
n=1m=1 n=1{tp=1} n=1{t,=-1}
sujeto a:
N
Z apt, =0
n=1

0<a,<CC sit,=1

OSansg sit, =—1

- 1
L(a) = —EaT(ttT OK,)a+L"a

sujeto a:
tta =0
0<a=x(C;
Con
L=(L Ly)"
Cr= (Cr, Cry)’
Donde
L = {1 sitp,=1
nT Wsit, =—1
CC]_ Si tn = 1
Cra {% sit, =—1

2.8. Los datos en la implementacion de la SVM

En este trabajo se utilizd dos bases de datos para probar el funcionamiento de la SVM descrita en la
16. Estas contienen datos sintéticos con dos variables de entrada x; = (x;;,x;;)" asociadas a sus re

clases o etiquetas diferenciadas por color. El grafico de dispersion izquierdo de la Figura 1 evidencia

Figura 1, donde hay un leve traslape entre algunos datos. Al problema de asignar un dato a una de d
se le conoce como clasificacion binaria, que es el caso abordado utilizando los datos de la Figura 1.

112

algoritmo
B-SVM en regresion. Informacion detallada del funcionamiento de este algoritmo puede consultarse

(40)

(41)

ecuacion
spectivas
etiquetas. En la Figura 1 se presenta un diagrama de dispersion de los datos, donde se puede identificar dos
que sera
factible encontrar una curva de decisién que separa las dos clases, a diferencia del grafico derecho de la
os clases
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Figura 1: Diagramas de dispersion de las bases de datos para clasificacion donde Clase 1 y Clase 2 indican

t,=1yt, =

—1 respectivamente. Por otro lado, los ejes x; y x, corresponden a las componentes del vector

de entrada x;. Figura izquierda base de datos clasificacion 1. Figura derecha base de datos clasificacion 2.

Similarmente para el problema presentado en la ecuaciéon 26 se utilizara una base de datos compuesta de
informacion sintética. En la Figura 2 se ensefia el diagrama de dispersion entre la entrada y la salida.
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Figura 2: Diagrama de dispersion de la base de datos para regresion.

Para el proceso de entrenamiento, se utilizé el 70% de los datos de cada base de datos. Este porcentaje
corresponde a los términos x y t utilizados para inferir los multiplicadores de Lagrange, segun las ecuaciones
16 y 27. El 30% restante se reservé para validacion del modelo, los cuales corresponden a los términos z y

y= O

validacién se realizé por medio de permutaciones aleatorias.

2.9. Evaluacion del rendimiento de SVM mediante métricas de validacion

¥)T (salida real). Es importante destacar que la seleccion de los datos de entrenamiento y

Para evaluar el desempefio de la SVM tanto para la tarea de clasificacién y regresion se utilizé las métricas

definidas en la Tabla 2 [30, 31, 32].
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Tabla 2: Métricas de desempefio en clasificacion y regresion

Métrica Definiciéon Tarea
Especificidad TNR TNE = VN Clasificacion
" VN +FP
Sensibilidad TPR TPR = 4 Clasificacion
" VP+FN
Precision PPV vp Clasificacion
PPV = p ¥ Fp
Exactitud Acc Acc — VP +VN Clasificacion
" VP+VN+FP+FN
Error Cuadratico Medio Regresion
z)—y) (y(z) —
ERMS ERMS, 0y = J 6@~y 6@ )
Coeficiente de correlacion Cov(y,y(2)) Regresion
de pearson p Py@y = 703/(1) s,

1% __
Cov(y,y@) = ) Gn = D@~ YD)
n=1

Donde VP, VN, FP y FN se refieren a los verdaderos positivos, los verdaderos negativos, los falsos positivos
y falsos negativos, respectivamente. Ahora, un rendimiento adecuado de la SVM en clasificacion busca que
las métricas (TNR, TPR, PPV y Acc) estén lo mas cercanas posible a la unidad. Por otro lado, el término
Cov(y,y(z)) es la covarianza entre las muestras y y y(z), o, Y 0, son las desviaciones estandar de y(z) y
y, respectivamente, mientras que y(z) y ¥ son las medias aritméticas de y y y(z) respectivamente. Un buen
desempefio de la SVM en regresion debe arrojar un valor de p cercano a la unidad y un valor bajo de ERMS.

2.10. Algoritmo para implementar la SVM en clasificaciéon y regresién

14

En la Figura 3 se presentan los algoritmos desarrollados para implementar una SVM en clasificaciéon y
regresion. Notese que estos sintetizan los procedimientos descritos en el marco metodolégico, comenzando
con la selecciéon de los datos, la construcciéon del QP vy, por ultimo, la evaluacién de la SVM tanto para
clasificacién como para regresién. Es importante aclarar que la notacién mateméatica X\x utilizada en los
algoritmos de la Figura 3 indica datos de X que no pertenecen a x.



Algaritmo para clasificacion SV
Entrada: Datos X, O
Salidas: a,, y(z)
Inicic
/¢ Definicion datos de entrenamiento v validacion
Ny + tamado{ X)
N« 0.TN,
[x,t] + RandemSelect( X, N)
z,y] + X\x
J/f Céleulo de matrices kernel K
K,. = RBF(x,x)
K., = RBF(z,x)
JfConstruccicn del modelo de programacion
Jf Cuadrético convexo
P+ tt' oK,
q' — —1'
b+ 0
ub +— C
At
B+0
a « progquad(P,q",lb,ub, A B)
/f Caleulo de la prediccion en datos de validacicn
b 4t —(aot) Kg)l
y(z) + sign((a@t) K, ' +b)
& Céleulo métricas de rendimiento
[TRN,TFR, FVV, Acc| +— Metricas(y(z),¥)
/' Determinacién curva de decisidn
CurvaNivel(a, b, x t)
Fin

Algoritmo para regresion con SV

Entrada: Datos X, C'y ¢
Salidas: a, y(=)
Inicic
/¢ Definician datos de entrenamienta y validacion
Ny + tamaso( X)
N + 0.TN,
[x, t] + HandomSelect( X, N)
z,y] « X\x
ff Célculo de matrices kemnel K
K., + BEBF(x, x)
K,. + RBF(z,x)
se (Ko Ko
Ko K
JiConstruccion del modelo de programacion

J/f Cuadrético convexo

P+~ (1 -1)(1 —1)' @8
B+ (t; — ty — )
Bz (t, +¢ ty +p)

q' « (-8, 6;)

()
v (9

Ac(1 —1)
B0
i + progquad(P,q" Ib,ub A B)

/f Caleulo de la prediccion en datos de validacion

b+ %(ef —(d@(1 -1))' (E))l

yz) & @Eo(1 -1)) (Kn  Kia) +b
/f Calculo métricas de rendimiento
[ERMS, 1, Pyiury | + Metricas(y(z),y)
If Graficos
Graficos(x, t,s,¥,y(s),a)
Fin

Figura 3: Algoritmos para implementar y validar la SVM en tareas de clasificacion binaria y regresion.

2.11. Experimentos, herramientas para la comunicacion de resultados y definicion de parametros

Las pruebas se concentraron en determinar las métricas presentadas en la Tabla 2. Ademas, se incluyen
graficos que ilustran diferentes aspectos acerca del rendimiento de la SVM. En la tarea de clasificacion, se
ensefia el comportamiento de la curva de decisidon una vez el vector a ha sido determinado. Este grafico
también incluye los vectores de soporte (los valores a,, # 0), lo que permite identificar las entradas x,, que
aportan informacién crucial al modelo. Similarmente, en la SVM para regresion, se presenta un grafico que
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compara la prediccidon y(z) con las etiquetas reales y. En este grafico también se ensefian los vectores de
soporte. Finalmente, se incluye un grafico y(z) vs y para observar la relaciéon entre estas variables [32]. Por
otro lado, en la Tabla 3 se definen los valores de los parametros e hiper-parametros utilizados en este trabajo,
se aclara que la seleccion de estos valores no siguié ninguna técnica especifica y que su unico propdsito es
ilustrar su uso en la implementacién de la SVM.

Tabla 3: Valores por defecto en los parametros para implementar la SVM

Parametro Valor de referencia
C 10.00
[7) 0.05
1 1.67
202

2.12. Herramientas computacionales para la solucién del problema de programacion cuadratica convexa

116

Se probaron dos herramientas computacionales para resolver los problemas descritos en las ecuaciones 16
y 28. El paquete quadprog de MATLAB vy la libreria gpsolvers para Python [33]. Ambos utilizan el método de
punto interior convexo en el cdmputo de la solucién. Se utiliza la biblioteca numpy para las operaciones con
vectores y matrices, asi como las bibliotecas matplotlib y seaborn para la elaboracién de graficos en Python
[34,35,36]. Los resultados incluiran las métricas descritas en la Tabla 2, esto con el propésito de proporcionar
una medida comparativa en los resultados computados con ambas herramientas computacionales.

RESULTADOS Y DISCUSION

En la Tabla 4 se reportan los resultados de las métricas de desempeio definidas en la Tabla 2 para los datos
y(z) y y . Se observa un rendimiento muy similar para cada una de las herramientas de computo utilizadas.
Se destaca el buen comportamiento de la SVM en la base de datos 1 clasificacién y base de datos regresion.
Sin embargo, hay un mejor rendimiento de la solucién computada por quadprog en los valores de las métricas
TNR y PPV para la base de datos clasificacién 2.

Tabla 4: Reporte métricas de rendimiento

Base de datos 1 clasificacion quadprog  qpsolvers

TNR 1 1
TPR 1 1
PPV 1 1
Acc 1 1
Base de datos 2 clasificacion
TNR 1 0.85
TPR 0.89 1
PPV 1 0.89
Acc 0.93 0.93
Base de datos regresion
ERMS,, 5y 0.06 0.06
Py (2)y 0.99 0.99

En la Figura 4, se ilustra la curva de decisién que divide cada una de las clases en un problema de clasificacion
binaria. Nétese como la separacion entre los dos planos se realiza de forma no lineal, lo cual es importante,
dado que rara vez los datos pueden ser separados de forma lineal. El gréfico de la Figura 4 también muestra
que la soluciéon computada por gpsolvers arroja un nimero mayor de vectores de soporte (34 frente a 24 de
quadprog). Esto podria indicar que la solucidon entregada por gpsolvers puede estar capturando mayores
detalles de los datos y puede no estar generalizando adecuadamente, esto podria explicar los resultados
documentados en la Tabla 4 para la base de datos clasificacion 2, donde se aprecia un mejor rendimiento
utilizando quadprog. La diferencia observada en los resultados admite también una interpretacién matematica,
la SVM, aunque convexa, no es estrictamente convexa (no se puede garantizar que P sea definida positiva).



En consecuencia, el QP puede admitir multiples soluciones equivalentes, es decir, diferentes vectores de
soporte que llevan al mismo valor 6ptimo al problema expuesto en la ecuaciéon 18, este hecho es validado en
la Figura 4, donde por diferentes herramientas de computo se obtiene soluciones distintas que conducen al
mismo minimo global del QP. En sintesis, los resultados representados en la Figura 4, no expresan que el QP
sea no convexo, sino que su solucidén no es Unica, lo cual es un resultado esperado al trabajar con matrices P
semidefinidas positivas.

) o =1 [}
th=—1
o Vectores de soporte
— 3(2)=0 3

)
0

X1 I
Figura 4: Curva de decisién y vectores de soporte caso clasificacién binaria para la base de datos 2
clasificacion. Grafico izquierdo solucion encontrada por gpsolvers, grafico derecho solucién quadprog.

Los resultados para la base de datos clasificacion 1 se presentan en la Figura 5. Cabe destacar que la SVM
logra separar adecuadamente las etiquetas mediante una curva de decision no lineal. Este resultado,
ensefiado en la Figura 5, esta en sintonia con los datos presentados en la Tabla 4, donde las métricas de
desempefio sugieren que la SVM logra altos niveles de desempefios en los datos de prueba. Es importante
sefalar que se obtuvieron resultados similares con quadprog.

@ of * ti=1
th=—1
© Vectores de soporte
) @e e : — y(z)=0

17
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Figura 5: Solucién obtenida con gpsolvers caso base datos clasificacion 1.

En el caso de regresion, la Figura 6 presenta el comportamiento de los vectores de soporte para la base de
datos de la Figura 2, se ilustra como la solucién encontrada por quadprog arroja un nimero mayor de vectores
de soporte (68 frente a 37 de gpsolvers), los vectores de soporte ilustrados en la Figura 6 deben interpretarse
como los datos x,, que llevan a que a, — a, # 0, es decir, los datos que tienen peso sobre la prediccion dada
por la ecuacion 21. La diferencia entre el nimero de soportes en ambas soluciones puede indicar que la
solucién encontrada por quadprog abstrae mas detalles de los datos, lo cual podria incluir el ruido presente
en los datos y ser un sintoma de sobre ajuste.
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Figura 6: Vectores de soporte en regresion.
derecho solucién quadprog.

Grafico izquierdo solucion encontrada por gpsolvers, grafico

En la Figura 7, también se documenta el comportamiento de la prediccion y(z) versus los datos de prueba y.
En el grafico de lado izquierdo, la prediccion logra capturar el comportamiento de los datos de prueba vy,
mientras que en el lado derecho se ilustra la dispersién de la prediccion y(z) frente a y. Este resultado
corrobora el valor reportado de p,,, en la Tabla 4, dado que valores cercanos a 1 son indicadores de
linealidad entre las variables analizadas, como se ensefia en la Figura 7. Notese ademas que la linea azul
continua en la Figura 7 derecha es un indicador de qué tan cerca esté la prediccion del valor real. Por tanto,
puntos negros sobre la linea azul indican una prediccién satisfactoria, mientras que puntos muy alejados de
la linea azul son un sintoma de una prediccion pobre.
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Figura 7: Comportamiento en la prediccion caso regresion. Grafico izquierdo comportamiento de la prediccion
frente a los datos de prueba. Grafico derecho muestra la dispersién entre los datos de prueba y la prediccién.
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REPOSITORIO

Los datos y los «codigos utilizados en este trabajo pueden ser consultados en:
https://github.com/ChenaoB/Tutorial SVM_Clasificacion Regresion.

CONCLUSIONES

En este trabajo, se describi6 en detalle la implementacién de una SVM en clasificacion y regresion. A partir,
de la expresion vectorial de la ecuacién Lagrangiana dual, se establecié una relaciéon entre este modelo y un
QP. Del desarrollo matematico se identifican cuatro operadores basicos, en primer y segundo lugar, el
producto interior y escalar entre dos vectores, en tercer lugar, el producto matricial, y por ultimo el producto
elemento a elemento o Hadamard. Estas operaciones permiten transformar la ecuacion Lagrangiana dual en
su forma vectorial equivalente. Como parte de la validacion, se determinaron las expresiones Lagrangianas
duales para una SVM en clasificacion y regresion aplicando tales operadores. Estos resultados proporcionan
una compresion mas profunda de la relacion que existe entre la SVM y un problema de programacion
cuadratica convexa.

En este trabajo también se ilustra cémo los operadores identificados permiten expresar la prediccion y(z) y la
estimacion del parametro b en un formato vectorial equivalente. Esto es crucial, dado que facilita el uso de
paquetes de software que optimizan el calculo numérico al utilizar directamente vectores, como Matlab y la
biblioteca numpy para Python.

En este trabajo se documentoé un caso de estudio utilizando tres bases de datos sintéticas y dos paquetes de
software para evaluar el desempefio de la SVM y el marco metodolégico desarrollado. Basados en los
resultados presentados en la Tabla 4 se muestra un alto rendimiento con ambas alternativas de
computacionales. Ademas, las Figuras 4 y 5 proporcionan informacién detallada sobre aspectos
fundamentales de la SVM. En el caso de clasificacién binaria, se documenta el comportamiento del plano de
decisién no lineal como una medida cualitativa para observar si la SVM logra separar adecuadamente las
clases. Se destaca que este analisis solo es posible Unicamente para N < 3. Finalmente, los resultados de las
Figuras 4, 5, 6 y 7 ensefian los vectores de soporte para clasificacion y regresion, revelando una diferencia
significativa en el nUmero de vectores de soporte proporcionado por las herramientas computacionales, este
aspecto es crucial para evaluar el desempefio de la SVM y debe ser analizado durante la fase de validacion
de los algoritmos.
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